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                                                                                            然而，有些被积函数

是不能用初等函数进行表示，导致定积分不能直接计算.  例如， 

问题提出

       

       当被积函数         为非负函数时，区间         上的定积分                     的值

恰好等于由曲线                ， 直线            ，直线           和       轴所围成的曲

边梯形的面积.

       定积分的计算通常是采用牛顿-莱布尼兹公式进行计算.

      鉴于此，那么我们该如何计算出这类积分的值呢？

知识回顾：定积分的几何意义



      刘徽大胆地应用了“以直代曲、无限趋近”的思想，提出

以内接正             边形去近似圆，从而求出圆面积的近似值     ，

并进一步求得圆周率

案例引入

       刘徽是中国古代卓越的数学家之一，他在《九章算术》中

提出了一种方法——“割圆术”，并利用该方法计算出圆的面

积和圆周率.

刘徽(约225年—约295年)       下面我们尝试利用割圆术来计算圆面积和圆周率，其中取圆

半径          ，             . 



案例分析

       可以看出，当      的取值越来越大时，三角形布满了圆的内部，充分体现了“割之弥细，

所失弥少，割之又割，以至于不可割，则与圆周合体而无所失矣”.
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从实例出发

为了简单起见，我们选取以下定积分为例.

显然，被积函数                        的原函数可用初等函数表示.

利用分部积分法，有



从实例出发

下面利用割圆术中“以直代曲、无限趋近”的思想计算积分.  分如下三步:

Step 1 等距剖分

       将积分区间          作     等分，等分节点

为                                             ，过节点作

垂直于     轴的直线，与曲线                       

相交的交点为                  ， 将相邻的交点两

两连成直线段， 这样由   轴、曲线                

及直线            围成的区域被分成    个梯形

(最左边的图形可以看作是两点重合的梯形).



从实例出发

Step 2  计算梯形的面积  
   第     个小梯形的面积 

 其中

Step 3  求和

   将    个小梯形的面积求和为 



从实例出发

下面给出实验数据.

显然，当      越来越大时，     越来越接近    .  

       在计算上述积分时， 是将积分区间等分成若干个子区间，再在每个子区间上用梯形公式计算，

最后求和，得到了积分的近似值.



复合梯形积分公式

        下面介绍复合梯形积分公式的一般形式. 对于定积分                          ，我们将

区间          等分为    份，等分点                                                  ，                      ，

在每个子区间                                                       上采用梯形公式 ， 得

其中             为积分余项.



记

因为

所以复合梯形积分公式的余项为 

复合梯形积分公式

称为复合梯形积分公式.



       因此，复合梯形积分公式是         阶收敛的.  前面的数值实验也验证了这一点.

      若           在         上连续， 由介值定理可知，则在         上存在一点   ， 使得  

于是

由此可知

收敛性与稳定性



重新回到计算                          的数值实验数据.

收敛性与稳定性

 从上表中最后一列可知， 随着    成倍增大，相邻两层网格的误差比率越来越接近 2 ！

这也验证了复合梯形积分公式的误差是        阶！ 

注: 相邻两层网格的误差比率计算公式为                              .



      若           在         上连续 ， 由介值定理可知 ，则在         上存在一点    ， 使得  

于是

由此可知

收敛性与稳定性

       注意到复合梯形积分公式的系数均为正数，因此它还是稳定的.

       因此，复合梯形积分公式是         阶收敛的.  



问题求解

利用复合梯形求积公式计算

要求等分段数            .

思考题

提示： 

          由于                      ， 因此，在计算过程中           在零处的值取为   .



3 课堂小结
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课堂小结

知识小贴士 

① 复合梯形积分公式是计算积分的常用数值方法之一，具有形式简单、易

于编程实现等特点;

② 复合梯形积分公式是     阶收敛的，且是稳定的.



         除复合梯形积分公式计算数值积分外，是否还有其他 

具有更高精度的积分公式？

      刘徽的《割圆术》原文共1800字，包含了深刻的科学原
理，首次使用极限方法证明圆周率的存在（超越欧几里得和
阿基米德），得到当时最好的结果3.1416 .  这是载入中国
数学史册的大事件，值得我们永远铭记在心.

课程反思

反思1

反思2
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